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くりこみ (renorplalization)とい う言葉 が,何 を意味するかは,だんだんと明ら
かになるはずであるが,単に ｢Lagrangian に現われるmass (bare mass)が,棉
互作用の結果補正 をうけて,その全体が observed massになる｣ とい う意味 だ とす
ると, この様な ideaは可成 り古 くか らちょいちょい現われているO
例 えば, Pauli,Fierz ;NuovoCimentoli l (1938)
Dirac:
新 しい ところ で は, LambRetherfordによる水素原子 の level shiftの 計 算 を や
った Betheの paperにはこの考 えが使 われている｡
Bethe ;Phys.Rev.72339 (1947)
其後,電子の弾性散乱の計算 が Tomonaga,Koba et alに よ っ て な さ れ た が , こ こ で
は じめて, Q･E･D･ (quanfum electrodynam ics) の 発 散 が ,massと charge
のくりこみにまとめられる事 が 指 摘 さ れ た . 但 し , こ れ は fXerturbation の 2次 で の
話である｡原論文は ′
It-0,Koba,Tomonaga ; P rog. TheoretPhys. 2, 216 (1947)
これには, Tomonagaによる解か り易い解 説 が あ る ｡
Tomonaga ; 科学 192 (1950)
Ito: 自然 堅 72 (1969)
Schwingerと Tomonaga とは独立に,超 多時 間 形 式 を基 礎 に し て , 相 対 論 的 な 場 の
理論に於 けるくりこみ理論を定式化 した｡′
Schwinger;Phys.Rev.74 1439 (1948) 75 651 (1949)
76 790 (1949)
又同時に, Feynman,Dysonによる議論 も現 われ た.
Feynman,Phys.Rev.76749 (1949)
･Dyson ;Phys.Rev.75486,1736 (1949)＼
Dysonの第二論文では, Q.E.D.･に於 いて, くrりこみの idea が perturbation
のすべての order でうまくゆ く事が明 らかにされ たが, その証 明 は , 荒 げ ず り で , 後
にWardや Salam が.証明を完成 したとい って よか ろ う｡























































実際計算では,･積分が発散するので, cut･offを導入する｡ 従って r?normalized
couplingconstantは, barecouplingconstantと, cut-offmomentum A.





実数 とする限 り, observedcouplingconstant-renormalizedcouplingcon-








































を一緒にして x〟(〟- 1,2,3,4) と書くo su- ationconventionを用いて,
scalarproductをあらわす｡即ち
AB - A〝B〟- A･B- AoBo′■ヽ_′ヽ一
2
x = xJIX〟= Ⅹ●Ⅹ ~ XoEiこ!■ウ=i:▼ti
px - pFLX〟- p･Ⅹ- poXo etC･5■:■ウ5d
こ の system の Lagrangianは,
L(x)- - +(x)(ra+mo)+(x)












(似 x),+p(x′= ♂(xo-xo′)- (T4)αβ 6(4)(x-x′)





(γ∂+m)サ (x)- foや(x)¢〔x)+6m サ(x) ≡ 再 x)
や(x)(-T∂+m)- foサ(Ⅹ)め(x)+ ∂m 少(x) =一 符(x)








この系のvacuum をlO> であらわす｡Totalenergyとmomentum は lO>につ
いて zeroeigenvalue をもつ｡ ZerOpOintenergyが出ない様に totalenergy
を定義しておかないと, energy一momentum が4元ベク トルにならず,相対論的 に
困る事になる｡
Dyson方程式は,
< oI T (+a(x),+p(x′))lo> = ~ i S ;a β(Ⅹ-x′) (2･9)
<OIT(め(Ⅹ),め(Ⅹ′))io>-i△F'(Ⅹ-X')
くOLT(少(x),少(y),¢(Z))Io>∫









diagram又は,運動方程式 とC.R. を用いて導 く事が出来る｡
△F′(x-X′)-i4 Ll'd4k eik(Ⅹ~Ⅹ ′)△F′(k2)



















irp+m-iE p2+m2- i E
(2.17)
(2.18)
























米/.ク､ 0 2. fo2 ,.4 M r iγp-m iγ(p-k)-m










,r米(k2)ニ ー 8FL2+A+B(k2+IL2)+ (k2+〟2)S(k2) (2.24)
となるo A は A2の発散,Bは logの発散 (powercountingではAの発散だが,
つ





△F,~ 1(k2) - - 〔k2+p2十 〔B十 S(k2)〕 (k2+p2)〕
ニー(k21-･〟2)(1+B+S(k2))
-イ





の如 く振舞 う｡ 即ち, IL2を (mass)2としてもつ freeなGreen関数 と,nerma-
1ization 1+Bだけちがっている｡
Z言1-･1+B - 1+響 ).
k2十il2-C
なる量をwave functionrenormalizationconstant(の逆数 )というO これ払
perturbationの 2次までで正しい｡ (2.24)は言うまでもなく, bosonの mass
renormalizationである｡
siに対しても全 く同様のargumentが成立し









△J (k2) - Z5△F｡(k2)
sF/(p) g z2SFc(p)
とおいた時,△F｡と SF｡ とはもはや発散をふくまない｡
ここでついでだから,積分 (2.23)から,発散 A,B を分離する方法を具体的に説明
しよう｡ (2.23)の右辺のkを, 22+〟2- 0なるmomentum Cで Taylor展開
する｡即ち
,{米(k2)ニー6p2+4i ∫d4pfo2 ′.4 ニp2+m2
(2,{)4V (p2+m2)(p2+m2)
I(k-2,p4ii .Id4p













は logA の発散 と,順次発散の次数が下っている｡この様な方法で有限の積分を分離
する事が出来るO但し,上の例ではFeynmanの方法で積分を整理すると,第三項は対






















今, (2.29)-(2.32)を (2.21)及び (2.19)に代入すると,
△Fc(k2;∫)-
Z5(k2+〟2+7r米(k2))
方米(k2)-~∂p2 ' i志 Z22 ZTII d 4p T r 〔 s F c (p;f)












㌫ 手 I d4pTr〔sFc(p;f)Tc'B,q;f)SFc(州 f)〕
- zT1〔A+B(k2+〟2)+ --･･ 〕 (2.35)










z5 - - f2B
_1 %
α - zI Z2Z5
ときめると,
△Fc(k2;f)ニ ー k 2+〟 2+･･- (2.40)





よって,順次,有限項を分離してゆくと,発散はすべて IE及び fと zIZ2Z5 9)中に
おしこめる事が出来,結局 (2.29)- (2.32)の形乾まとめる事が出来る｡ここで C
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のついた量は, 〟や fの関数 とみたとき,発散 をふ くまない｡･zl,Z2,Z5は (2･37)







と書ける事を注意 してお く｡ ここでは, renormalizationの詳しい証明は略したので,
興味及びファイ トのある方は, Dyson及びSalam の原論文を参照されたい｡
Q･E･D･で払 gauge不変性のために zl- Z2という関係が成立っ (Ward
identity)｡ 従って
C2 - ( zI2 Z 2 2 Z5)eD2 - Z, e o2 . (2.43)
即ち' chargeは' photonの wavefunctionrenormalization constantzS
のみによる｡ あとで証明する様に















志 , i /
等も発散する｡簡単のため,これらをneglectしたが,これらの発散をのぞくには,
Lagrangianの中に, f5¢5+f4 ¢4なるterm をはじめから入れておき, faや
f4の中に発散をおしこめればよいoしかし,これには,問題があるかもしれない｡何




E.I).では, (d)は,Furryの theoremでゼロになり, (e)は gauge不変性で
Finiteになる｡








gramが発散すると,無限個の subtractionが必要になるo上の例では 一 ニ ト や








ableを assignL, それらについての｢4次元積分であらわされる｡ それらの積分で,
ノ任意の一つの積分変数を固定して残 りの積分変数について積分を行った場合は収欽する
が,最初に固定した積分変数について更に積分すると発散する様な図形をprimitive






は convergentなので 十 〇 一 は primitivedivergentな graphである｡





EB本は boson の 〝 〟 とする｡
すると fem ion internallines の数 IF -
boson /











積分変数の数は, d 4kl-･･d 4k JB d4p1-- d4pIF だが,各 vertexで energy-




となる｡分母は, highenergyで, (k or p )工F+2IBの振舞をす る か ら , S -
.matrix elementは,
4日 B+IF- n+1)一 日F+2IB) ≧ 0
など発散する｡これをexternallineの数で書 くと,




式 (3.2)からわかる様に, primitivedivergentな graphは,次の場に限られる
(a) EF=0, EB = 2
(b) EF - 0 , EB - 3
(C) EF - 0, EB - 4
(d) EF - 2, EB-0








IF - 2, IB-0だから
- 15 2-
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4(IB + IF-n+1ト (IF+2IB)-2>0 (発散 )
しかし,一本の fermionlineをきると
IF - 1, IB - 0i




なる diagram では,任意の internallirle例えば boson lineA B を切っても,
















4(IF+IB一m+1) + 2 IB- (IF十 2IB)≧0
即ち,
3
4-7 EF- 2EB + n≧ 0 (3.4)
となるから, nが増えてくると,いくらでも新 しい divergence が出て来る｡ 例えば
微分のかかっていない前の例では,二二℃ さ:二 は ぐ3.2)をみたさないが, 今度の場
合の (3.3)では,､(3.4)をみたす｡即ち,このdiagram は発散 している｡これをく
りこむためにFj:, f-+ サ ∂〟 め ∂JL¢ という相互作用を入れておき, fの中にくり
こめばよいが,これが更に新 しい divergenceをもちこみ,更に新しい相互作用を入れ
てくりこむと,それが更に又新しい発散をもちこみ,悪循環がっづく事になる｡この様









Ly - グH∂a(a)¢(a(Ⅹ) (3.4)
α
をとろう｡ 即ち,場 ¢(a)に払 微分が a(a)回かかっているとする｡ α一場の spinを
S(a)とすると,mass≒ 0 のとき,
<T(め(a め(q )> - ∂2S(q△F





7 ≡ ∑(a(a)+S(切 + 1 ) i(a- 4 ≦ 0α (3.5)










と し な け れ ばな らない｡ (3.5)の証明はここでしないが,次の章で次元解析 を す る と ,
そ の 意 味 が 明 らかになる｡
甲> 0 なる理論 を unr_enormalizable,
7≦ 0 なる理論を renormalizable, 特に
でく 0 なる場合を super-renormalizable という｡
(3.5)式を用いて,次の場合を判定してみよう｡
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3
∴ n;= 1+盲 ･2-4- 0 (くりこみ可能 )
(2)Q.E.D.withPauli-term
I


























7- 3-4--1 (くりこみ可能 )





･ ワ ニ喜･ 4 - 4 -2 (くりこみ不可能 )
となる｡
上の判定条件は, くりこみ可能な相互作用を見出すのに役立っが,この条件をみたさ
ないからといって, くりこみ不可能 とは断言出来ない事に注意する必要がある｡例 とL
て,.
H -fi少 γ/上中 UjL
をとろうoここでU〟はmassivevectorであり,Green関数は
･T(U〟(x',Uy(x′)>O- i(∂〟リー pi ∂p 畑 △F(x-X′)
である｡ PowerCountirlgによる判定条件は,








･ 苛 -2+喜 ･2- 5
となるから,くりこみ出来ない相互作用 という事になるが,実はU〟 の Green 関数に
ある∂LL∂y- termは,常に, conservedcurrent予 γJL少 と一緒に出て来る｡
部分積分でQL を予 γLL恒 こかけると0になるので, essentialに払 微分 ∂L
は S一matrixの powercountingに contributeしない｡言いかえるとconserved
currentがあると,ULの Green関数は･ effectiveには,微分のないものとなり,
くりこみ可能となる｡一般に,何 らかのsynmmetryなどのために, powercounting
- 1 5 7 -
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LH - ダ11∂a(a)¢(q(Ⅹ) (4,1)
α
の couplingconstantタ の次元を計算して見よう｡但 し, グ の次元を計算する場
令, め(C4に払 次の次元をassignする:
〔¢(句(Ⅹ)〕 - L-(S(q十1)
丹 (spini )〕 - L-5'2





〔㌔ば(spin首,-assキ 0)〕 - L-5'2
例,
さて, (4.1)の左辺 (interactionHamiltonian)は L-4
∑ l(功 (S'q +1) 誉 l(a'a(a






とな-り, (3.5)に出て来た 7と一致する｡ 従って,条件 (3.5)は, クが長さの 0又
は負のべキをもっ時は renormalizableという事になる｡
今, S一matrixを perturbation展開したとする｡そし千,その n次の項をS(n)i
するO 極めてhigh energyでは,印aSSは neglectできるから,次元解析に入って来




- ダ lTJn; (4.4)
となる｡ 7中正だとE- - に従 い, S(n)よ｡S(n十1)が限｡なく大きくなるから,
perturbation展開は意味を失うO 一万, で-0 なら, グが小さければ perturbat-
ionは悪 くないかもしれない. 7<0なら, energyが大きい程, perturbationの
convergenceがよくなる｡
最後に,二つ注意をのべる｡





･T(U〟(x),Uy(x-′)),0 - i(8〟リー 乏 ∂〟ay'△F(Ⅹ-X′)
であるが, high energyでは,右辺の ∂〟 ∂リがきくであろう｡ しかし上 がかかっ
b 2
ているq)でi p2を neglectするわけにゆかない｡そこで,Upを定義-し直して
<T(Up'(x),U ;(x′))>｡ - i (p 2 6 -∂〟 ∂ y)△ F (x-X′)Ly




JUp'Z - L -2
である｡

























ここにAは cuー offmomentum であるOさて, (5･2)を逆に解いてmo,〟O,
グO を m, L･ 5 であらわし(5･2)に代入すると,それはm とLLとクの関数 とな
ろう｡即ち,
K(mo, Ilo, グO,A) - -y(m,jL, 9,A) (5.3)
こうしたとき,X はAを含まないか,含んでいても A- - で finiteな値をとる-
- とい うのが, くりこみ理論である｡
ーしかし,関係 (5.2)に問題がある｡ 例えば (5.2)のはじめの二式 を三番目の式に代
入 し,moと 〟Oを消 したとすると,関係
ダ ニ グ(m,L,グロ;A)
が得 られるであろう｡ ここでm とLLに observedvalueを入れ, Aを fixして ダO
を-- から +- まで動かすとき, グのとりうる値の領域 をnormalzoneノとよぶ｡
若 し normalzoneがせまいと, タを直ちにobservedvalueに identify できない
かもしれない｡無理に 葬をobservedcouplingconstantとみなすと, グOは実数で
ありえない事になり,は じめのHamiltonianの hermiticityをこわすかもしれない｡
下の図からわかる様に,若 しグOをかえた時 (Aを fix,して ) curve OBが sat-
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でないという考えが生まれる｡ Q .E.D.･に於いて,そのcut-offを roughにあた
ってみると,
^ ～ m e157- (e-2.718281828459045-･･)
とい う大きな量になり,実験的に detectするのは難 しい｡
§6･VariousrepresentationofGreen′sfunctions




pe r tu rbationの知識をかりないと出来ない｡以下に,Heisenberg表示の量を用い
て , ren o rm alizationcon占tants を 定 義 す る方 法 を述 べる.その目的のためには,
G re en'sfun c tion に つ い て の , い ろ い ろ な 表現 方 法 を先づ調 べてお くと便利である｡





lnteractしている scalar場 ¢(Ⅹ)をとろう｡Heisenberg表示 では, total
epergy-momentum PLLを用いて
¢ (x) - e-iPx¢(o) eiPx
と書けるo P〟については
P〟川 > - O
P〟Jp,a> - p〟Jp,a>
(6.1)
が成立っ｡ここに αは p以外のquantum number,Hamiltonianの eigenvalue
pDは nonnegativeであるoすると,







とお く｡これは右辺が relatinisticに invariantであるから, p2のみの関数である
とい う事にすぎない｡ (6.5)を (6.4)に代入すると
<0回 x)め(x′)lO> -て蒜 Id4peip(x~x′)o(po)p(-p2)
1
CQ











.l･d4p P ip(x-Ⅹ′)o(po) 8 (p 2+ K2)
- -△(-)(x′-x, K2)
(6･6)は <0丹 (x)4'(Ⅹ′)JO > の spectralrep;esentationである.
同様 に
CC














△ (X,応2) - o x0- 0






























及び,△F'(k2)が k2+〟2-0に poleをもつ事 を考慮すると,
p(K2)- Z5(♂(応2-〟2)+ o(応2))
ここで,

























































Z 5 Z57T2(k 2)
k2+〟2-iE 1+ 7Tl (k 2 )
と書 く事 も出来る｡













1 1 L7m 7Tl(-K2)


























- i(⊂-〟 2- ∂〟2) ♂ (4 )(x- x ′)
+ <01T(J(x),J(x′))JO> (6.34)
を得る｡
<oIT(I(x),J(x′))Zo> - i,T(x-X′)+i6〟2 ♂(4)(x-x′)












7 - fo ¢(x) サ(x)
で = foサ(Ⅹ) め(Ⅹ)
<T(め(x)+(y) め(x′)+(y′))>.㌔
(2,T)12
.rd4pd4k d4p′ d4k′ eipyeikxe-ip′y′ -ik′Ⅹ ′e
× a(-4)(p+k-p′-k′)SF′(p)△F,(k)W (p,k;pM △;(k,)S;(p′)
によってW を定義し, Reduction formulaを用いると,
<p,kトSlp′,k′>
- (T i) 4 Z三 ' Z ; 1 .rd4X d 4yd4Ⅹ ′ d4y ′
･古 志 e~ikx去~ibyeik′x′eip′y篇
×L(r)(p)(γ∂y+m)(ロ ー 〟2)<T(¢(Ⅹ)- )め(x′)+(y′))>o
x(ロ ーP2)× (-γ∂y′ +m)u(r′)(p,)
ー′ ー
fD2 1
一 石 2Z2Z5両 プ毒 ;'r'(p) W (p,k;p′･k′)u(r′)(p′)







× 8(4'(｡+k-,,-k′)SU P)△;(k)W (｡,k;｡,k′)△;(k′)S;(,′)
fo2


















従 って improperself-energyは ,
fo2 ′
∑(iγp)- - 1芯 昌一lJ'd4kd4k′sF(p-k)△;(k2)
′ ′
×W (p-k,k;p-k′,k′)△F(k12 ) sF(p-k′)
となる｡
全 く同様 の事を, photonについてやるとphotonpropagatorにつき
k2 D;(k2)k2- -k2 + W(-k2)
1
-k2 D;(k2) -- - 7T(k2)
k2
但 し,
汀 (k 2) - - i l d 4xe- ikx く T (p (x), p(0))> o








a)+alno+i8 -a)+uno- i E
